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は じめに
こ の 報告書 は ､ 平成 1 4年度 か ら平成 1 6年度 の 3年 間 に科学研 究費補助
金 (基盤 研 究 (c) (2))の 交付 を受 け て 実施 され た研 究 ｢ホ モ ト ピ ー 論 に
お ける 写像類 の 代数 的特性+ に 関す る もの で ある ｡
本研究 で は ､ 代表者 ･ 丸 山を中心に ､ 代数的位 相盤何学 に つ い て 特 に ホ モ ト
ピ ー 論 に現 れ る 代数的対象 (特 に幕 零群) を研究した｡ 各 研究分担 者 は ､ そ
れ ぞれ の 専 門分 野 か ら の 考察 を行 っ た ｡ 研 究費の 多く の 部分 は研 究連絡 ､ 研
究発 表 を目的 とす る旅費と して 使 用 した ｡ ま た論 文執筆や情報 の 交換の た め
の コ ン ピ ュ ー タや研 究発表 の た め の 情報機材 の･整備 にも研究費 を支 出 した ｡
3年 間の 研 究 の 結果幾 つ か の 重要 な結果を得 る こ とが 出来 た｡ これ ら の う
ち に は今後 の 研 究 の 萌芽 と なる もの も あり､ 実り 多い 研究 が遂 行で き た ｡
本研 究 の 推進 に あた っ て は ､ 数多 く の 研究 者 に支 援 され て い る ｡ こ こ に記
して 感 謝 の 意 を申 し上 げた い ｡
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本 課題 の 研究成 果 を述 べ る た め に ､ こ こ で は ま ず課題 の 基礎 的 な事柄 に つ
い て 周辺 の 事情 を交 え て なが ら少 し詳 しく述 べ る こ ととす る ｡ 写像 の ホ モ ト
ピ ー 類 の 研 究 は ホ モ ト ピ ー 論 に お け る代表 的 な研 究 の 対象 で ある . X ､ Y を
2 つ の 位相空 間 とす る o こ れ らの 空 間の 間 の 写像
f,9: X ) Y
が ホ モ トピ ッ ク (ho m otopic) また は ホ モ ト - プ (bo m o七ope) で あると は第三
の 連続写像
F : X x I ) Y
で F(a,0) - I(x),F(x,1) - g(x)を満 た す も の が ある と きを い う｡ ホ モ トピ ッ
ク と い う 関係 は X から Y - の 連続 写像 の す べ て か らなる集合 m ap(X,Y)に 同
値 関係 を 与 え こ の 同値 類 の 集 合 を
[X,Y]
と表 し空 間 X か ら Y - の 写像 の ホ モ トピ ー 類 と 呼ぶ o X が 球面 Si で あれ ば
[X, Y]は通 常 y の ホ モ ト ピ ー 群 と 呼 ばれ
7ri(Y)
と書か れ る ｡ また y が Eilenbe rgTM a cLane空 間と よ ばれ る 特別 な空間 で あれ ば
[X,Y]は X の コ ホ モ ロ ジ ー を表すo 他 に も代数 的位相 幾何学 の 重要 な概 念が
写像 の ホ モ ト ピ ー 類 で 記述 され る場 合 は枚挙 に 暇 が な い o した が っ て[X,Y]
の 構造 を空 間 X と Y の位相 的 ､ ホ モ ト ピ ー 論的 な性質か ら調 べ る こ とは位相
幾何学特 に ホ モ ト ピ ー 論 に お い て は 大変重要な事柄 の 一 つ で ある . 空 間の 間
の 写像全体 の 成す 空間そ の も の を研 究す る こ とは 一 般 的に言 っ て 困難で ある ｡
一 方 で これ を ホ モ ト ピ ー 類 に 分 ける こ と の 有利 な点 の 一 つ は上 の 様 な代 数 的
な構造 の 存在 で ある ｡
ま た 空間 の 自 己 ホ モ トピ ー 同値写像 の ホ モ ト ピ ー 類 の 全 体は群を な し ､ 上
記 の い わ ば ｢加 法 的 な+ 群 に対 して ､ 乗 法的 な代数構 造 と も言う べ き も の と
な っ て い て ､ 二 つ の 代数構造 は密接 な関係 を持 っ て い る ｡ 本研究 で は これ らの
群 に つ い て そ の 一 般 的な構 造 ､ を調 べ る と と も に具体 的な例 にお い て 詳細な
構造 の 解明 を行 なっ た ｡
写像類 の 群構造
空間Y が H - 空 間で ある とは そ れ が ホ モ ト ピ ー の 意 味で 連続的 で ､ 単位元 の
ある よ うな演算 (簡単 に積 と呼ぶ) を保持 す る こ と を言 う｡ す なわち連統写像
m :y x y う y
と元 e ∈ y が
m(e,y) - y - m(y,e)
を満 た して い る こ と が y が ∬ 一 空 間 で ある こ と の 条件 で ある ｡ y が 更 m(m x
1)空 m(1× m)を満た せ ば m は ホ モ ト ピ ー 結合 的な積 で あると言 われ る ｡ こ の
次が 知 られ て い る ｡ (Ja m e s[5])
Theore m O･1 X が C W複体で Y がホ モ トピ ー 結合的 なら[X, Y]は群 をな して
い る ｡
ま た ､ H 一 空間と 双 対的 に coH - 空間 の 概念 が ､ 積 を余積 に置き換 え て 定義 さ
れ ､ 上 と 同様 な定 理 が 示 せ る . ホ モ トピ ー 結 合的 な H 一 空間 の 代表 は ル ー プ
空 間 nX で あり ､ c oH 一 空 間の 代表 例 は(約) 懸垂 空 間 ∑X であ る o 球壷は懸
垂空間 で あ る:
si＋1 = =si
従 っ て[S
i
,
y]は群 を成す が ､ これ を7ri(Y)と 書 い て ､ Y の i次 ホ モ トピ ー 群 と
い う｡ ま た ､ あ る空 間 y が
打n(Y) - 7T, か つ 打i(Y)- 0 i≠n
を満 た す と き Y を(7T, n)型 の Eilenberg- M a cL an e空 間と 呼ん で K(打, n)と書くo
実 は こ の 様 な性 質 を持 つ 空 間は ホ モ ト ピ ー 型 と して は 一 意的 に決 ま っ て しま
う こ とが 知 られ て い る o なお ､ 一 般 に は H 一 空 間で あっ て も結合 的 な積 を持
つ と は 限 ら な い こ と は注意 す べ き で ある ｡ 例 えば7次元球面 は積 は持 つ が ホ
モ ト ピ ー 結合 的 で は な い ｡
さて ､ ど の よ う なカ テ ゴ リ ー で あ っ て も対 象 の 自 己同塾群と い うも の が 存
在す る ｡ 群 の 自己 同型群 ､ 空 間 の 自己 同相群 ､ 多様体 の 可微分同相群 など ､
様 々 な 自 己 同型群が研 究 され て い る ｡ 自 己 同型群 は 対象の シ ン メ トリ ー をあ
らわす 代数 的 な構 造 で あり ､ 古く か ら鵜何学 の 中で は扱われ て い る も の で あ
る ｡ 我 々 の 研 究分 野で ある 空間と写像 か らな る ホ モ ト ピ ー 圏で の 自 己 同型群
は空 間 の 自己 ホ モ ト ピ ー 同値写像 の ホ モ ト ピ ー 類 か らなる群 で ある ｡ こ れ を
自 己 ホ モ トピ ー 同値の 群 (thegr o up ofs elf-ho m otopyequivalenc e s) と呼ぶ こ と
に し ､ f(X)と書く こ と にす る . 例 えば X - Sn (球 面), Eile nberg- M a cLa n e空
間の 場合 は 容易に 次 の 結果 が分 か る ｡
Exa mple･ f(S
n
)望 Z2, f(K(7T, n))空 Aut(7T)
こ こ に Aut(7T)は 群 7rの 自己 同型群 を表 すo
加法 的な写像 類の 群構造
先 に述 べ た よう に[X,Y]にお い て X が C W複 体 ､ Y が ホ モ ト ピ ー 結合 的な横
を持 て ば[X,Y]は群 で ある ｡ 更 に X が有 限複体 で ある とき は幕零群(nilpo七e nt
group)とな る こ と が知 られ て い る o 例 えば W hitehe ad[8]｡ 幕零群 に対 して は ､
ア - ベ ル 群 に つ い て 一 般 に成 立す る議論 の か なり の 部分が 遺伝す る こ とが 多
い こ と は よく 知 られ て い る ｡ そ の 中 で も応 用上 大変有効 で あ り､ ま た 良く知
られ て い る も の と して ､ 局所 化 と 完備化 が 挙 げ られ る ｡ 我 々 の 目 的の た め に
は これ ら の 概 念 が極 め て 重要と なる ｡ そ こ で 以 下 で は局所化 に つ い て の 基礎
的事柄 に つ い て 定義 と性質 を手短 に述 べ よ う｡
Z を有 理 整数 環 ､ eを素数 の 成す ある集 合 とす る . Ze は有 理数 体Q の 部 分
環 で
ze - (芸Im, n ∈ Z,(m ,p) - 1fo rp ∈e)
で 定義され る も の とす る o 環 論 的 に言 い 換えれ ば S(A)でe に属 す る素数 と 互
い に素 で ある整数 の 全体 の なす積閉集合とすれば ､ S(A)
- 1z に他 ならな い ｡ 可
換群 G に対 して
Ge - G ⑳z Z2
と し ､ こ れ を G の eで の 局所 化 (lo c aliz atio n ate) と呼ぶ o 局 所化 Ge はe-lo c al
と呼ばれ る次 の 性質を持 つ . qをeと互 い に素 で ある (p,q) - 1 が任意 の p ∈e
に つ い て 成 立 す る) とき ､ 写像
(-)q : Ge ぅ Ge
は全単射 で ある ｡ た だ し ､ 写 像(-)q はq乗 写像 ､ (-)q(x) - xq､ で ある o H ilto n
等[4]､ ま た Bo u s丘eld Kan[2]に よ り ､
Theor e m 0.2 幕零群 に対 し て 局所化 が存在す る ｡
が 知 られ て い る ｡ 局所 化 は群 の 圏ばか り で なく ､ 空 間に 対 して も定義 され る o
例 えば単連結 で あ るな ど の 条件 下 で 空間 の 局所化 が 考 えられ る ｡ 空 間の 局所
化 はQui11e nやSulliv a nな どに は じま るが ､ 現在で も そ の 定義は 大幅 に 一 般化
され て お り ､ なお進 化 して い る ｡ こ こ で は 古典 的な空間の 局所化 の み を必要 と
す る の で そ れ を記す｡ 空 間 X の 局所化 写像 X I Xeと は そ の 写像 が hom otopy
群 に で 局 所化 と なっ て お り ､ ま た そ の 様 な写像 で 普遍性 を持 つ も の で ある ｡ 詳
しく は[4],[2】を参照 の こ と ｡ 次の 定 理 は基本 的 で ある ｡ ([2]を参照)
T he o r e mO.3 X が 有 限複体 ､ Y が ho motopy結 合 的 な H 一空 間 なら ､ 幕零 群
【X,Y]に つ い て 同型
[X, Y]e 望[X ,Ye]
が あ る o た だ しe は素数 の ある集合 ｡
こ の こ とは X の 胞体構造に つ い て の 帰納法 に よ っ て 示 され る o 空 間は 局所 化
された場合 一 般論 と して 構造 が容易 とな る の で 上 の ような定理 が成立す る こ
と は ホ モ ト ピ ー 集合 の 解明に有効 で あ る ｡
以 下 で は研 究申 請 に記載 し た ｢研 究目 的 ･ 研 究実施 計画+ に対応 させ た 形
で 得 ら れ た 成果 を報告 する ｡
1 ホ モ トピ ー 集 合[X,X]が結合 に よっ て 成 す半 群に つ い ての 研究
記 号 を導入 す る ｡
Z n(X)
で[X,X]の 部分集合 で n 次 の ホ モ .ト ピ ー 群 まで 自明 な準同型 を誘導す る 写像
が代表す る ホ モ ト ピ ー 類全体の 成すも の を表 そ う｡ Zn(X)は[X,X]の 部分半
群 で (【X,X]は恒等 写像 か らな る単位元 を持 つ の で モ ノイ ドで ある が ､ Z
n(X)
は 一 般 に は 単位元 を持た ない の で 半群 に しか な らな い)0 n に つ い て減少す る
部分集合 の 列 が得られ る ｡
[x,x]⊃ z
l
(x)⊃ z
2
(x)⊃ ･ ･ ･ ⊃ z
n
(x)⊃ -
こ の と き X が 連結有限複体 (C Wc o mplex) で あっ て n が X の次元以上 で あれ
ばZn(X)は幕零 な半群で あ る こ と が Arko witz-Stan1ey- M ar uya m aに よっ て 知 ら
れ て い る[1]｡ こ こ で 0をも つ 半群 β が 幕零 で ある と は ある整 数 Ⅳ が あり ､ ど
の Ⅳ 個 の 元 の 積
α1
一 α2
= ● α〟
も0 に 等 し い こ と を言 い ､ こ の よ うな最小 の Ⅳ を nilpote n cy と よ ぶ こ と にす
る . 特 に ､ Zdim X(x)の nilpotency を舌(X)で あ ら わ し ､ Z
∞
(X)の そ れ を舌∞(X)
で あらわす こ と に し よう｡ 具体 的な空 間に つ い て こ れ らの nilpotency を決 定す
る こ と は 殆 どなか っ た ｡ 今 回 の 研 究 に よ っ て 階数 が 2 以 下 の 単連 結 ､ 連 結 な
リ ー 群及 び ､ そ れ らと 関連 した ホ ッ プ 空 間に つ い て は舌(X)と舌∞(X)を完全 に
決 定す る こ と が で き た ｡
T he o r e m1.1 G を 1- c on n e ctedc o mpa ct Lie9rO uP で r a nk 2で ある とす れ ば
t(a)- t∞(a) - 2･
で あ る ｡
同様 な主張 が次 の よ うに ホ ッ プ空間 に つ い て も成 立す る ｡
T he o r e m1.2 X を 1- con ne ciedjinite H -spa c eで r a nk2 とす れ ば
t(X)- 舌∞(X) - 2
で あ る ｡
詳細 な証明 は報告 書後半 に掲載 の 論文 で 述 べ て あ るが ､ こ こ で は T he ore m1.2
は T be o r e ml.1 の 応用 と して 得 られ る こ と の み を 注意 して お く｡
2 ホ モ トピ ー 群 に 付随した 下 降列の 安定性
上記 1 の項 目で 定義 した ホ モ トピ ー 集合の 部分集合 の 下降列
[x, x]⊃ z
l
(x)⊃ z
2
(x)⊃ - ⊃ z
n
(x)⊃ -
に つ い て は X が リ ー 群 な どの 場合有限 の 長 さをも つ こ と が 知 られ て い る【6].
zn(x) - zn＋1(x) - ･ ･ ･
1 0
となる最小 の n をs z(X)と かく こ と に す る (stability)o 具体的 に sz(X)を計算
する こ と が 可能 な場合 が あ る ｡ 例 えば上 に 述 べ た 階数 2 のリ ー 群 に つ い て は
ほ ぼ完全 に決 定 で き た ｡ また 準p一正 則性 を持 つ リ
ー 群 の 場 合 はそ の sz(X)を
p に局所化 した 形 で 決 定 で き た . 実際 に は より 詳 し い 形 で 次 を得 た o
T he o r em 2.1
Z ∞(S U(3))- Z
n
(S U(3))望 Z12 fo r n≧5･ (1)
Z ∞(Sp(2))- Zn(Sp(2))望 Z120 for n ≧ 7･ (2)
すなわち s z(SU(早))- 5, sz(Sp(2))- 7 であり ､ ま た
The or e m 2.2 Le舌G be a c o mpactc onnected, simplyc o ne ctedsimple Liegr o up,
H*(a;Q)望 AQ(xl, - ,∬,) wiih degxi - ni, n l ≦ - ≦ n r ･ IfGisquasip- regula r,
the n s zp(a)- n,fo r al G･
こ こ に szp(X)は sz(Xp)を表 すo さ らに 列
[x, x]⊃ z
l
(x)⊃ z
2
(x)⊃ ･ ･ ･ ⊃ z
n
(x)⊃ -
の 長 さ(ez(X)と書く)に つ い て も ､ X が リ ー 群 の と き は空 間 の 階数 と密 接 な
関係 の あ る こ とも分 か っ た ｡ 以上 の 詳細 は 論文[7]に ある (本 報告書後半に 掲
戟)
3 自 己 ホ モ ト ピ ー 同値の 群
上記 課題 と 関係す る もの と して ､ 空 間 の 自 己 ホ モ ト ピ ー 同値 の なす群 が あ
る . 空 間 X に対 して ､ f(X)を自 己 ホ モ トピ ー 同値 写像 の ホ モ ト ピ ー 類 の 全
体は写像 の 合成 か ら誘導 され る演算に よ っ て 群 をなす. 列 Z*(X)が リ ー 群 な
どの位相群 に対 して は長 さ有限で あっ た がf(X)に対 して は さ らに
一 般 的な空
間に つ い て 対応 す る性質 が 証明 され る o 即 ち指(X)をn 次 ま で の ホ モ ト ピ
ー
ll
群 に恒等写像 を誘導 す る 自己 ホ モ ト ピ ー 同値 の ホ モ ト ピ ー 類 の なす群 とす る
と ､ 列
f(X)⊃ f妄(X)⊃ fi(x)⊃ - ⊃ f;(X)⊃ -
は X が有 理 的 Hopf空 間な ら有 限 の 長 さをも つ[6]o ただ し ､ X が有理 的 Hopf空
間と は そ の 有 理化 Xo が Hopf空間 で あ る こ と を言 うo 特 に X がリ ー 群 の 場 合
は Zn(X)と f;(X)の 間 に は全単射が 存在 す る こ れ らを用 い て 前項目 の Zn(X)
に つ い て と 同様 に次 を得 る ｡
T he o r e m3･1 Leia be a co mpa ctc o rm ecied, simply- conne ctedsimple Lie gr o up,
H *(a;Q) 望 AQ(xl, ･ ･ ., a,) with degxi - ni, nl ≦ ･ ･ ･ ≦ nr . Assu m白tha舌G is
qu as iP- r egular.
(1)錯(a)p - 錯m G(a)p･
(2) Mo re o v e r, ifG - S U(n) o rSp(n), the nf;r(a)is a nilpotenigro up and
錯(a)p - 錯
m G(a)p - f;r(a)p･
さて ､ 上 記 の 定 理 の 証明 で 重 要 な役割 を果 た し て い る の が 局所化 の 自然 性
で ある o す なわちfA(X)A - 碍(Xe)が 考 えて い る 空間に 対 して 成立 して い る事
で ある ｡ こ の
''
局所化 定理
' '
は以 前 に報 告者 に よ っ て 得 られた も の で ある が ､
本課題 を研究す る過程 に お い て 更 に 結果 を 一 般化 で き る ことが 判明 して きた ｡
これ に つ い て は 現在研究中 で ある ｡
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本報告書 で は研 究成果 報告 の た めの 資料 と して 以 下 に次 の 3編 の 論 文 を つ
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